
Geometrische Grundlagen

Dr. Noam I Libeskind

Leibniz-Institut für Astrophysik, Potsdam

100 Jahre ART: Status und Ausblick
Wilhelm und Else Heraeus Lehrerfortbildung

Potsdam, 11 März 20153



Die Allgemeine Relativiätstheorie ist aus zwei Prinzipien gegründet:

1. Prinzip der allgemeinen Kovarianz

2. Äquivalenz-Prinzip

.



Die Allgemeine Relativiätstheorie ist auf zwei Prinzipien gegründet

1. Prinzip der allgemeinen Kovarianz

2. Äquivalenz-Prinzip

Nach der Berücksichtigung der 
relativen Bewegung müssen die 
physikalischen Gesetze für alle 

Beobachter gleich lauten. 



Die Allgemeine Relativiätstheorie ist auf zwei Prinzipien gegründet

1. Prinzip der allgemeinen Kovarianz

2. Äquivalenz-Prinzip

Nach der Berücksichtigung der 
relativen Bewegung müssen die 
physikalischen Gesetze für alle 

Beobachter gleich lauten. 

Träge und schwere Masse sind 
einander gleich.
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1. Eine träge Masse, definiert über Newton’s zweites Gesetz

mI = F/a

2. Eine schwere Masse ist definiert über Newton’s Gravitationsgesetz

mG = r2F/GM

Die Masse eines Körpers ist über dessen 
Widerstand gegen Beschleunigungen 
definiert.

Die Masse eines Körpers ist definiert 
durch die Stärke der 
Gravitationsanziehung
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Was bedeutet das?

Es gilt: Die Schwerkraft auf einem 
Hammer ist stärker als die auf einer 
Feder.

Aber um wie viel? Um genau den 
gleichen Faktor wie das Verhältnis ihrer 
Massen.
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Die Relation mI=mG  kann in Eötovös’ Experiment 
geprüft werden, das versucht ide Differenz von 
gravitativer und schwerer Masse zu messen.

Betrachte zwei Massen an einem Stab und aufgehängt 
an einem Faden.

Auf jede Masse wirken zwei Kräfte: 

1). Die Zentrifugalkraft F durch die Erdrotation wirkt auf 
die träge Masse

2). Die Gravitationskraft G der Erde wirkt auf die 
schwere Masse

Wenn die Kräfte nicht ausgeglichen sind, 
wird der Stab anfangen zu rotieren.
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dass mI=mG mit großer Genauigkeit gilt.

Experimente belegen, 
dass mI=mG mit einer 
Genauigkeit von eins zu 
1013  gilt.
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“Gravitations- und Trägheitskräfte erzeugen ununterscheidbare Effekt.”

Mann ist in einer 
Kammer auf der 
Erde.

Der Mann lässt einen 
Ball fallen.

Er fällt mit 
g=9.81m/s2 

Ein Mann ist in 
einer Rakete, die 

mit 9.81 m/s2 
beschleunigt wird.

In Bezug auf die 
Rakete, sieht es 

so aus, als fällt 
der Ball mit 

9.81m/s2.
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Äquivalenz Prinzip

“Gravitations- und Trägheitskräfte erzeugen ununterscheidbare Effekt.”

Wie ist dann die Situation in einem gravitationsfreien Gebiet?

Beschleunigung 
nach unten

Mitschwimmen im 
tiefen Raum
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Es gibt keine Möglichkeit zu unterscheiden, 
ob man in einem freien Fall in einer Bahn um 
einen Planeten befindet, oder im tiefen 
kosmischen Raum, wo es keine Gravitation 
gibt.

Für einen Beobachter im freien Fall in einem 
Gravitationsfeld gibt es kein Experiment, mit 
dem er die Stärke des Gravitationsfeldes 
messen könnte, es kann Null sein, oder das 
Erdfeld.

Ich sass auf meinem Sessel im Berner 
Patentamt, als mir plötzlich folgender Gedanke 

kam: Wenn sich eine Person im freien Fall 
befindet, dann spürt sie ihr eigenes Gewicht 

nicht. Ich war verblüfft. Dieser einfache Gedanke 
machte auf mich einen tiefen Eindruck. Er trieb 
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Das Äquivalenzprinip führt direkt zum Konzept, dass die Schwerkraft 
wiedergegeben oder verstanden werden kann als Krümmung der Raum-Zeit.

Wir betrachten einen Laser, 
der weit entfernt von 
kosmischen Massen  einen 
Lichtstrahl gerade auf eine 
Wand schickt.

Nehme wir nun an, eine 
Rakete fliegt senkrecht 
durch den Lasestrahl.

Zur Zeit t0 tritt der Strahl in 
die Rakete ein.

Bis t1 ist die Rakete um eine 
kleine Distanz d 
beschleunigt aufgestiegen.  

d

Aus der 
Perspektive der 
Rakete ist der 
Lichtstrahl 
gebogen.

Die Ablenkung des 
Lichtstrahls 
passiert wegen der 
beschleunigten 
Bewegung der 
Rakete.



Das Äquivalenzprinip führt direkt zum Konzept, dass die Schwerkraft 
wiedergegeben oder verstanden werden kann als Krümmung der Raum-Zeit.

d

Die Beschleunigung 
lenkt den Lichtstrahl 
ab.

d

Beachte: Wäre 
die Rakete mit 
konstanter (nicht 
beschleunigter) 
Bewegung 
aufgestiegen, 
ware der 
Lichtstrahl eine 
Gerade.
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Das Äquivalenzprinip besagt jedoch, dass wir keine Differenz zwischen der 
beschleunigt bewegten Rakete und dem Gravitationsfeld feststellen können.

Licht ist abgelenkt 
in Gravitationsfeld

Wenn Licht im staionären Fall auf der Erde nicht abgelenkt würde, ware das 
Äquivalenzprinzip verletzt, wir wären fähig, die beiden Fälle zu unterscheiden.
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Gravitationsfeld, Lichtstrahlen sind gerade Linien. Dies nennt man 
“lokale Inertialsysteme”.

2. In einem lokalen Inertialsystem ist Raum-Zeit flach, es gilt die 
Spezielle Relativitätstheorie mit den Lorentz-Transformationen 
zwischen verschiedenen Inertialsystemen. Es handelt sich um die 
Minkowski-Raum-Zeit.

Wenn man in einen gekrümmten Raum einzoomt, erscheint er mehr und 
mehr flach.
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“Mass tell space-time how to curve, space-time tells mass 
how to move” – John Wheeler

Eine populäre  Analogie ist es, sich 
ein 2-dimensionales Trambolin mit 
großen Bällen auf der Fläche 
vorzustellen, die das Trambolin 
eindrücken.
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Objekte (Lichtstrahlen, frei-
fallende Satelliten) bewegen sich 
auf Geodäten,  kürzesten 
Verbindungen zwischen zwei 
Punkten

In gekrümmtne Räumen können 
das Ellipsen sein (wie bei 
Planeten). 

In der Tat sind Trajektorien in 
durch eine schwer Masse 
gekrümmten Räumen 
Kegelschnitte:

Das sind:

Kreise
Ellipsen
Parabeln
Hyperbeln
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Einige Planeten (wie die Venus) haben 
Bahnen mit so kleiner Exzentrizität, dass 
diese im wesentlichen Kreise darstellen. 
Im allgemeinen bewegen sich Planeten auf 
Ellipsen.

Kometen bewegen sich oft auf Parabel-
Bahnen.

Zwei gravitativ wechselwirkende Sterne 
streuen sich aneinander auf 
Hyperbelbahnen.
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Das war der erste Test der 
Relativitätstheorie durch Arthur 
Eddington während einer 
Sonnenfinsternis im Jahr 1919 bei 
einer Exkursion zur Vulkaninsel  
Principe.

Original Eddington 
publication (1919)
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Alle massiven Objekte 
verursachen eine Lichtablenkung. 
Das ist besonders auffällig, wenn 
das Licht einer entfernten Galaxie 
auf dem Weg zur Erde einen 
riesigen Galaxienhaufen (einige 
1000 Galaxien) durchdringt.

Das ist das Einstein-Kreuz, auch 
bekannt als Q2237+030.

Licht von einem fernen Quasar 
(~8x109km Entfernung) wird 
abgelenkt (‘lensed’) durch eine  
Vordergrund-Galaxy (in 4x108km 
Entfernung)
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Wenn die Geometrie gerade “stimmt”, kann man auch Ringe als Bilder 
entfernter Objeket finden. Diesen heißen “Einstein-Ringe”.

Die große rote Galaxie hat die 
blaue Hintergrundquelle 

‘gelinst’.

Ein “smiley”-Bild der SDSS 
Galaxie J1038+4849
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Der Effekt kann sehr beachtlich sein, etwa durch Galaxiencluster kann man 
Duzende von ‘gelinsten’ Bildern sehen.

Abell 2218 hat vielfache ‘gravitative 
Bögen’ (arcs). 

Die abgebildete Galaxie war bei der 
Entdeckung die entfernteste 
nachgewiesene Galaxie im 
Universum, beboachtet bei einem 
Alter des Universum von 750 
Millionen Jahren. 
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So würde es aussehen, wenn ein Schwarzes Loch zwischen uns und unserer 
Nachbargalaxie, der Andromeda-Galaxie, vorbeizieht.

Dies wird  “micro-lensing” genant und kann unter anderem benutzt werden, 
um Exoplaneten zu entdecken. 
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kugelsymmetrisch sind und durch einen einzigen Parameter charakterisiert 
werden, ihre Masse, ist es einfach zu berechnen wir sie sich als 
Gravitationslinsen verhalten. 

Die meisten Schwarzen Löcher werden durch sogenannte 
“Akkretionsscheiben” gefüttert. Die bestehen aus einem Hochtemperatur-
Plasma, das so heiss ist, dass es wie ein Stern strahlt. Nach solchen Objekten 
suchen Astronomen bei der Suche nach Schwarzen Löchern. Das Movie 
Interstellar zeigt sehr gut die Deformation einer Akkretionsscheibe durch ein 
Schwarzes Loch. 



Der Film interstellar 
zeigt sehr genau 
(wenn auch voll 
berchnet) das 
gelinste Bild des 
vollen Himmels 
durch ein Wurmloch.
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Kräuselungen der Raumzeit können 
beispielsweise entstehen, wenn zwei 
Schwarze Löcher verschmelzen. Es 
entstehen Gravitationswellen – 
oszillierende Deformationen der Raum-
Zeit.

Es ist zu erwarten, dass diese in 
Experimenten nachgewiesen werden, 
bei denen Präzisionslaser die 
Entfernung von Millionen km zwischen 
Satelliten durchlaufen.

Störungen der Geometrie zwischen 
den Satelliten werden das Laserlicht 
ablenken und diese so nachgewiesen 
werden.

Gravitationswellen sind ein typischer 
Effekt der Allgemeinen 
Relativitätstheorie.

Ein andere Art von geometrischen 
Störungen der Raum-Zeit sind 
Gravitattionswellen.
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nur die Raum-Zeit, wenn er rotiert, 
zieht er die Raum-Zeit mit sich (frame 
dragging).

Nach der Allgemeinen 
Relativitätstheorie erscheint die Raum-
Zeit als dynamisches Objekt, nicht 
statisch wie der Newtonsche Raum.

Die Raum-Zeit reagiert auf Massen und 
bestimmt Bewegungsbahnen.
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Die Raum-Zeit kann so gedacht werden als eine biegsame elastische 
“Mannigfaltigkeit” die durch die Anwesenheit von Masse und Energie deformiert 
wird. 

Eine Mannigfaltigkeit ist ein topologischer Raum, 
der lokal, nahe an einem gegebenen Punkt, einen 
Euklidischen Raum approximiert.

Lokal ist die Raum-Zeit flach, das ist ein 
Erfordernis des Äquivalenzprinzips.

Global ist die Mannigfaltigkeit gekrümmt.

Das Wesen dieser Deformation definiert die 
“Geometrie”.



Euklidische Geometrie ist alt – und intutiv. Wir leben in einer 
Euclidischen Welt. Unsere Vorstellung sagt uns, dass der Raum 
“flach” ist ist wie eine Ebene.

Die Regeln von Euclid gelten überall.

Oxyrhynchus Papyrus, 100AD

Euclid, 300 BC
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C/d = π
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der Satz des Pythagoras:

a

b

c

a2+b2 = c2

Er ist wichtig, denn er gibt uns die 
mathematische Bedeutung einer 
Distanz.
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(0,0,0)
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a2 + b2
( )

2

+ c 2 = d2

d

In n-Dimensionen: x12+x22+…+xn2=d2

Fundamental ist dies Abstandsdefinition für 
den Euklidischen Raum.
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Eine ähnliche Situation stellt eine Sattelfläche dar, bekannt als ein 
“negativ” gekrümmter Raum

Parallele Linien divergieren

Die Summe der Innenwinkel eines 
Dreiecks sind < 180

Der Umfang eines Kreises > 2 π r

Die Art der Krümmung eines Körpers ist gegeben durch die Relation von 
Dreiecken, Kreisen und Linien relativ zur Euklidischen Geometrie.



Da wir immer suggeriert haben, dass Licht und frei-fallende Körper stets dem 
kürzesten Weg (Weg des geringsten Widerstandes) folgen, können Distanzen 
und der Satz des Pythagoras benutzt werden, um die Geometrie einer 
Mannigfaltigkeit zu charakterisieren.

z.B.

€ 

ds = x1
2 + x2

2 + ...+ xn
2
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Aber wie sieht der Satz des Pythagoras in einer nicht-Euklidischen 
Geometrie aus?
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wir nicht-karthesische Koordinaten:

In karthesischen Kordinaten ist die Länge eine Linie gegeben durch 
ds2=dx2+dy2

Wenn wir Koordinaten x und eine nicht-orthogonale Koordinate z wählen, gilt

x

y

z

dx

dz

in den neuen Koordinaten

ds2 = dx2+dz2+2dxdz cos θ

Die Winkel-Information ist 
gespeichert  in dxdz: einem 
“Kreuzterm”

θ
ds
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Die Krümmung einer Mannigfaltigkeit kann gemessen werden durch den 
Transport eines Tangentialvektors um einen Weg definiert durch Großkreise:

Die Animation zeigt, wie der Vektor nach der Umkreisung einer Zelle aussieht. 

Der Transport führt zu zwei verschiedenen Vektoren. Das ist eine Eigenschaft 
eine gekrümmten Mannigfaltigkeit. Ein “metrischer Tensor (wie auch der 
Riemann-Tensor) erfasst die Eigenschaften der Krümmung.
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Nehme Kugelkoordinaten (r, θ, ϕ)

Ein Schritt in r-Richtung ist quanifiziert durch 

dsr = dr  und so dsr2 =dr2

Bei gegebenen r ist ein Schritt in
Θ-Richtung gegeben durch by

dsθ = r dθ  und so dsθ2 =r2 dθ2

bei fixem r  und θ ist ein Schritt in the ϕ 
Richtung gegeben durch

dsϕ = r sinθdϕ  und so dsϕ2 =r2sin2θ d 2ϕ

Die Metrik ist so
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ds2 = dr2 + r2dθ 2 + r2 sin2θdφ2€ 

gab =

1 0 0

0 r2 0

0 0 r2 sin2θ



Andere Arte for Metrik:

Schwarzschild Metrik (Schwarzes Loch)

Kerr-Metrik (spinning black hole)

Fiedman-Robertson-Walker Metrik (Fur das Universum)
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Weg ein, was Gravitation ausmacht. Die ganze Allgemeine Relativitätstheorie 
folgt daraus. 

Das Äquivalenzprinzip impliziert, das Schwerkraft als Krümmung der 
(andererseit flachen) Raum-Zeit beschrieben werden kann.

Krümmung = Schwerkraft
oder, korrekt geschrieben

€ 

Gμν =
8πG

c 2 T μν

Das sind die Einsteinschen Feldgleichungen, die beschreiben, 
wie die Krümmung und die Masse bzw.  Energie sich 

zueinander verhalten.



Krümmung = Schwerkraft

Reisepass 1923

Einsteins Geometrie fachbuch, 1890

Riverside church, 1930


